Analisis Matematico

Soluciones ejercicios evaluacion integrales

Ejercicio 1. Calcula el limite de las sucesiones:

2 32 04 (n+1)"
1Tyttt e log(n + 2) \''°%"
a) X, = > YXp= [ ——m=
n log(n + 1)
Solucion.
a) Pongamos
2 32 43 (n+1)" 2
an:T 7+§+"'+W, by =n".

Como la sucesiofb, } es estrictamente creciente y positivamente divergentierpos usar el criterio
de Stolz.

Ant1—dn (n + 2)"*1 _(n+2 nn+2_ - 1 "n+2_>e
bpyr—by  (+D"Qu+1) \n+1) 2n+1 n+1) 2n+1 2

Luego, por e citado criterio, concluimos qig,} — e/2.

b) Pongamog, = :gggnii?; y v, = nlogn. Tenemos que:
n
log(1 4+ 2/n)
log(n +2) log(n(l +2/n)) logn +log(l +2/n) logn N
log(n +1) log(n(1 +1/n))  logn + log(l + 1/n) log(1 + 1/n)
logn

1.
1+

Por lo que la sucesian, = u,” es una indeterminacion del tigé°. Aplicaremos el criterio de equiva-
lencia logaritmica.

log(n +2) 1)=n logn (Iog(n +2) —log(n + 1)) logn o (n + 2)” L

Un(un—1)=nlogn (Iog(n T log(n + 1) = nEl

“log(n + 1)

Concluimos quéx,} — e. ©

Comentario. Este ejercicio estaba incluido en la relacion de “Derivadascesiones”. Por tanto, se
supone que deberiais de haberlo hecho en casa. Ademasidesara conocida por vosotros porque
la puse en el SWAD. Pues nada, ni por esas. Casi nadie lo ha.hgebnclusion?

Ejercicio 2. Calcula la integral:

+o00 x+3

Of G E DO+ 25 O

Solucién.Por definicion:

teo xX+3 x+3

t
j dx = Iim j dx
5 (x+ 1)(x2 + 8x + 25) 100 (x + 1)(x2 + 8x + 25)

Para calcular esta integral usaremos el método de los agésiindeterminados. Como el trinomio
x2 4 8x 4+ 25 no tiene raices reales, la descomposicion en fracciongdesiras de la forma:

x+3 A Bx +C

(x+1)(x2+8x+25)=x+1+x2+8x+25:>x+3=A(x2+8x+25)+(Bx+C)(x+1)
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. 1
e Haciendax = —1 obtenemos qud = 5
- 1
e Igualando coeficientes ext obtenemos qué + B = 0, luegoB = ~5

. . . 2
e Igualando términos independientes obtenefmes254 + C, luegoC =3 — 254 = 5

t t t
3 1 1 1 -2
f Xt dx=—j dx——jxi v =
0(x+1)(x2+8x+25) 90x+1 0x2+8x+25
r1
1 1 r52x+8)—6
= logl+6)—- [ "2 "4y =
g o9t +1) 90jx2+8x+25 X
t t
1 1 2x + 8 6 1
=-logl+6)—— [ =" dx+-[— " dr=
g o9t +1) 180fx2+8x+25 x+9ojx2+8x+25 x
t
1 1 1 2 1
= —log(1 +¢) — — log(t* + 8¢ +25) + —log(25) + = [ ———dx =
g 109(1 +1) = 72 log(e” + 81 4 25) + 1o log( )+30j(x+4)2+9 X
t 1
1 1 +1¢ 1 2 1
:—Iog;+—I095+—I+dx:
9 TVr2 48425 9 90(x 4) 1
3
1 1 +1¢ 1 2 t+4\ 2
=-log———————— + - log5 + - arct (—)——arct 4/3).
9 g¢z2+8z+25 9 09Ty A 9 g4/

Deducimos que:

+o00

‘
3 3 1 2

f Xt dx = lim f Xt dx:—l095+£——arctg4/3).
; (x + 1)(x% + 8x + 25) 100 (x + D(x2 + 8x + 25) 9 9 9

©

Comentarios.Este ejercicio estaba incluido en la relacion “Integralsayaplicaciones” por lo que se
supone que deberias haberlo hecho. En clase hemos hecheg@gricio muy parecido. En mi libro de
Célculo Diferencial de Funciones de una Variabém el ejemplo 8.48 (pg. 441), se hace una integral
casi igual y otra mas en el ejercicio resuelto nimero 201 ¢§&3-454).

Un error generalizado consiste en escribir:

x+3 1+oo +o00 x—2

1 1
dx = - — dx — - - = d
Of(x+l)(x2+8x+25) YTy oj x+1 YT oj x2 4+ 8x +25 Y

+o00

Esa igualdad no es correctadNinguna de las integrales de la derecha es convergentecgsambos
limites son infinitos. He repetido ya demasiadas vecesignea descompongas un limite como suma
0 como producto de otrqeso solamente puedes hacerlo si sabes que cada una declasdsren la
suma o en el producto tiene limite finito.

La integral cuyo valor nos piden calcular es convergent@agur es un nimero. Yo no te pediria
que calcularasuna integral divergente sino gqyeobarasque es divergente. En los ejercicios antes
citados de mi libro se insiste, al igual que también lo hicelase, en que hay que escribir la primitiva
de forma adecuada antes de calcular el limite. Copio literate lo que se dice en la pagina 442 en la
observacion 8.49.

Cuando se calculan integrales impropias convergentes deidues racionales, hay que
escribir la primitiva obtenida de forma conveniente paraeal limite pueda calcularse
facilmente. Observa cdmo hemos escrito la primitiva enezhejo anterior: hemos agru-
pado los logaritmos de forma apropiada para calcular el Lieni

Dpto. de Analisis Matematico Universidad de Granada



Ejercicios de Analisis Matematico 3

En la pagina 454 se vuelve a insistir en lo mismo:

Observa la forma de escribir la primitiva, introduciendcauraiz cuadrada en el logaritmo
con la finalidad de poder calcular el limite facilmente. Salos, de entrada, que dicho
limite tiene que existir y ser finito porque se trata de unagrdl impropia convergente.

Te recuerdo que, como consecuencia del criterio limite depapacion de integrales impropias, las
+o00
. . P(x . S,
integrales del tIpOI QE ; dx dondeP y Q son funciones polinémicas @ (x) no se anula para
X

a

X = a, son convergentes si, y solo si, grado@e= grado de® + 2. Esto es algo que también he dicho
en clase.

Ademas de este error generalizado, algunos dicen que vdcutecda integral aplicando el método
de Hermite.. ¢Locura transitoria?

Por supuesto, como ya es usual, hay muchisimos erroresagocglDeben saber los ingenieros
sumar y multiplicar correctamente? Siempre he creido guieb®ria ser, empiezo a dudarlo.
Ejercicio 3. Calcula el area de la region del plano limitada por la cirevariciax? + y2 =7 yla
hipérbolax? — y? = 1.

Solucién. Una representacion grafica siempre ayuda a evitar errores.

Se calculan facilmente los puntos de interseccion de diolhassy? = 7 — x2, y2 = 1 + x2.
T—x*=1+x* & x*=4 & x==£2.

Los correspondientes valores gason=+/3.

Por simetria, el area pedida es dos veces el area de la redpdeada en amarillo. Podemos calcular
el area de dicha regién considerandola como una regionald tgn cuyo caso su area viene dada por:

i (7= i) o

También podemos calcular el area de dicha region considelg@oomo region de tipo I. Las curvas
que la limitan por arriba son=+/x2 — 1 paral <x<2ey=+/1 — x2 paral <x <+/7. Las opuestas
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de dichas curvas limitan a la region por abajo. Luego su dezee\dada por:

2 N
ZJ\/xz—ldx —|—2fv7—x2dx
1 2

Todo lo que queda es calcular las primitivas que permitaluavastas integrales. Se trata de primiti-
vas inmediatas pero debes saber calcularlas. Vamos aarafgirhitivas de las funcionega? — x2,
Vx2 4+ a?y v/x2 — a2 dondes > 0.

Caélculo de una primitiva de la funciénia? — x2.

Se supone en lo que sigue grfe— x? > 0, es decifx| < a. Tenemos:

f\/az—xzdx :[x:asent]:azfco&dt zaszOE(ZZ)dIZ

2
t sen2t t ser¢ cost a2 x a*x x2
_az—+a2L=a2—+a27:—arcsen—+—— 1-==
4 2 2 2 a 2a a

2

a X X
= —arcsen + —va? — x2.
2 a 2
Célculo de una primitiva de la funciorix2 + a2.

f\/x2+a2dx = [x:asenh]:azfcosﬁzdt =a2fwdt=

2
,t  ,senl2t) ,t  ,2coshrsenty  a? x a’x [x?
=a’= ———=a’= = —argsenh- + —— /= + 1=
Gyt e 2 Pt i

2

= % argsenh)E + g\/xZ + a?.
a

Célculo de una primitiva de la funciédix2 — a2.

Se supone en lo que sigue que— a? = 0, es decifx| > a. Tenemos:

f\/x2—a2dx =[x=acosht]=a2jsenﬁtdz =a2j%dt=

2

t senh2tr) t senhy coshr a? X a’x [x?
2 2 2 2
+a¢"——=—-a"-4+a"——=——argcosh- + ——/ — — 1=
2 “ 4 “ 2 “ 2 2 g a 2 a\ a?

2

= —% argcosh)ﬁ + ;x/xZ —a?.
a

Las relaciones usadas entre las funciones seno y cosenbdlipes se deducen directamente de sus
definiciones.

Deducimos que:

V3
f (\/7—y2— \/1 +y2) dy = 7arcseiiy/3/7) —log(2 + +/3).
-3

2 N
2jvx2—1dx +2f V7 —x2dx =7§—7arcsem2/«/7)—log(2+x/§).
1 2

Por supuesto, ambos resultados son el mismo como puedesatianponMathematica ©

Comentarios.Este ejercicio estaba incluido en la relacion “Integralsayaplicaciones” por lo que se
supone que deberias haberlo hecho. No estoy seguro de selericlase. De lo que si estoy seguro
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es de que el primer ejemplo que hice en clase de la técnicalg@i@de variables fue para calcular la
a
integralj va? — x2dx y, ademas, dije que la preguntaria en examen. Dicha integidahecha en mi

a
libro de Calculo Diferencial de Funciones de una Variabbm el ejercicio resuelto 193 (pg. 451), y
también en el gjercicio resuelto 210 (pg. 489). Un ejeraivity parecido a este es el ejercicio resuelto
203 (pg. 469) en el que se calcula el area de la region comigeeadtre un circulo y una parabola. La
a

integralj va? + x2 dx esta hecha en el ejercicio resuelto 222 (pg. 498). En finagpes seguir? De

—a
nada sirve escribir una excelente coleccién de ejercieissaltos que nadie va a consultar.

Casi nadie sabe como cambian los limites de integracion eranombio de variable. Hay quien
necesita dar valoresay a y en la igualdade?> + y? = 7 para representar esa circunferencia. Hay
quien confunde una circunferencia con una parabola. Erdeedalculo absolutamente increibles como
afirmar quev7 — x2 = /7+/—x2 y otros por el estilo. Algunos obtiene un valor negativo p@rea
y eso les daigual. Incluso hay quien obtiene que el area esageero y se queda tan tranquilo. ¢ Qué
pensar de todo eso? Vosotros mismos tenéis la respuesta.

Ejercicio 4. Un sélido se genera haciendo girar la regién acotada pe0 e y = v9 — x2 alrededor
del ejeOY. Se perfora un orificio cilindrico circular de radia@entrado en el eje de revolucién.

a) Calcula por el método de las laminas o capas y de los disgokienen del sdélido resultante.

b) Calcula el area de la superficie lateral total de dichaledno se considera la base). Calcula los
valores de' para los que dicha area alcanza sus valores extremos.

Solucién.

TN

AN /—9_"2
l"l"
Ye  r----- :L*" x24+y2=9
T x 3

Para calcular el volumen por el método de los discos o arasdibemos considerar secciones
perpendiculares al eje de giro. Una tal seccion es un segnmenizontal que describe al girar una
corona circular (arandela) de radio interioy radio exterior,/9 — y2. Por tanto el volumen pedido
viene dado por:

Vo—r2 /9—»?

2
2
T Oj ((\/9 — y2) —r2) dy=m Oj O—y*—r?)dy = (9—r?)/9 — yz—%(\/9 — r2)3:?n(9—r2)3/2.

Para calcular el volumen por el método de las laminas o tubberdos considerar secciones paralelas
al eje de giro. Una tal secciéon es un segmento vertical queibesal girar un cilindro circular de radio
x y altura+/9 — x2. Por tanto el volumen pedido viene dado por:

’ 1 x=3
on [ =2 [ Lo - xtpr]
.

=292,
3

X=r
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El area de la superficie lateral total sera igual al areadhti= cilindro interior que valéxrv9 — r2
maés el rea del casquete esférico que, como sabemos, vilneatar | 9_’zf(y) V1i+(f'(»)2dy,

dondef'(y) = v/9 — y2.

V9—r2

Vo=rZ Vo=r2Z 2
’ _ -y _ _
Zﬂojf(J’)\/l-i-(f (»)*dy —2N0j\/9—y2 1—}—(\/97__)}2) dy —ZNOJde =6V —r2.

Por tanto el area total €8r) = 27rv9 — r2 + 67+/9 — r2 donde0 < r < 3. Calculemos el maximo
absoluto déi. Tenemos que:

¥ ¥ 9—2r%—3r
h/(X)ZZN(\/9—VZ—V -3 )=2n7.
Vo—r2  V9—12 V9 —r?

Los puntos criticos dé son las soluciones d2r? + 3r — 9 = 0 que estan en el interval@, 3].
Obtenemos asi quetiene un Unico punto critico que 8g2. Como/’(0) > 0y 4’(2) < 0 deducimos
queh’(x) > 0 parad < x < 3/2y h'(x) < 0 para3/2 < x < 3. Por tantd: es creciente ef, 3/2] y
decreciente ef8/2, 3]. Concluimos qué(x) </ (3/2) paratodox € [0, 3], por lo que el valor médximo
absoluto dé: se alcanza e/ 2. ©

Comentarios.Este ejercicio estaba incluido en la relacion “Integralsayaplicaciones” por lo que se
supone que deberias haberlo hecho. Ademas, lo hice en ERse. ejercicio muy facil: los calculos
son inmediatos. Pues ni por esas.
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